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的判定方式有如下 2种。

一种是最大的汉明相关值[3,4]，另外一种是平均

汉明相关值[5]。近年来,跳频序列的设计已成为人们

关注的热点，其中大部分都是针对最大的汉明相关

值构造出最优的跳频序列族[6~10]。而平均汉明相关

值代表的是跳频多址扩频系统平均误差，因此,设计

出具有达到平均汉明相关界的跳频序列族也是非
常有意义的。基于模 p的高次剩余及 Whiteman 广

义分圆类，文献[11]和文献[12]分别构造了达到平均

汉明相关界的跳频序列族。然而，较之达到最大汉

明相关界的跳频序列，公开发表的达到平均汉明相
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1  引言

跳频码分多址（FH-CDMA）扩频系统具有抗

干扰、抗截获的能力，并能做到频谱资源共享，所

以在蓝牙、超宽频、雷达等当中都得到了广泛的应

用[1,2]。

在跳频多址扩频系统中，当接收器解调来自发

送器传送的信号时，会受不明信号的干扰。为了防

止相互干扰，采用的跳频序列的汉明互相关值和非

平凡的汉明自相关值应尽可能小。

迄今已有的关于跳频序列的汉明相关最优性
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关界的跳频序列族的结果比较少。

Ding-Helleseth广义分圆类及Whiteman广义分

圆类是 2种重要的分圆类。人们对上述 2种分圆类

进行了各种推广，并由此构造了一系列性质良好的

序列。最近，Meidl 在文献[13]中给出了 Ding-

Helleseth广义分圆的推广，进而利用该推广的分圆

类构造了多值序列，并分析了该序列的自相关值及

错综复杂度等性质。本文首先给出 Whiteman 广义

分圆类的一个推广，然后应用推广的广义分圆类构

造一类新的跳频序列族，并计算了它们的平均汉明

相关值。最后证明了新构造的跳频序列族关于平均

汉明相关界是最优的。注意到，当d = 2n时，此时

推广的Whiteman广义分圆类等同于Whiteman广义

分圆类，从而本文的结果推广了文献[12]的结论。

2 预备知识

设 F = { f0 , f1,L, fv−1}为频率集,令U 是 F 上的

周期为 L，序列条数为M 的跳频序列族。U 中的任
意 2 条跳频序列 X = {x0 , x1 ,L, xL −1}, Y = {y0 ,

y1 ,L, yL −1}的周期汉明相关函数定义为

L −

X Y ( = ∑
1

H , t ) h[xt , yt +t ], 0≤t ≤ L −1 (1)
t =0

这里

1, x
t t ] = 

t = y
h[x , y t +t

+t
0, xt ≠ yt +t

其中，下标是模 L运算。若 X = Y , H X , X (t )称为 X 的

汉明自相关函数，简记为H X (t )。 X 的最大汉明自

相关以及 X 与Y (X ≠ Y )的最大汉明互相关分别定

义为

H ( X ) = max1≤t≤ L −1 H X (t )

H ( X ,Y ) = max0≤t≤ L −1 H X ,Y (t )

Lempel和 Greenberger在 1974年给出了H (X )

的一个下界。

引理 1[3]  设U 是 F 上周期为 L的跳频序列，则

 (L − b)(L + b − v) 
H ( X )≥   (2)

 v(L −1) 

其中， | F |= v， b是 L模 v 的非负整数，  x 表示

为大于或等于 x的最小整数。

对任意给出的一个跳频序列族U ，最大的汉明
自相关 H a (U )和最大的汉明互相关 H c (U )分别定

义为

H a (U ) = max X ∈U H (X )

H c (U ) = max X ,Y ∈U ,X ≠Y H (X ,Y )

关于跳频序列族，Peng 和 Fan 在 2004 年给

出了如下一个理论界。

引理 2[4 ]  设U 是 F 上周期为 L，序列条数为

 LM 
M 的跳频序列族， | F |= v， I = ，则 

 v 

(L −1)vH a (U ) + (M −1)LvH U


c ( )≥ (LM − v)L,

(L −1)MH a (U ) + (M −1)LH c (U )≥2ILM − (I +1)Lv

(3)

跳频序列族的另外 2个重要参数平均汉明自相

关函数和平均汉明互相关函数分别定义如下：

定义 1[14]  设U 是 F 上周期为 L，序列条数为

M 的跳频序列族，则分别称

Sa (U ) = ∑ H X (t )
X ∈U ,1≤t≤L −1

1
S c (U ) = ∑ H X ,Y (t )

2 X ,Y ∈U ,X ≠Y ,0≤t≤L −1

为U 的总汉明自相关和汉明互相关。同时分别称

S (U )
Aa (U ) = a

M (L −1)

2S ( )
A (U = c U

c )
LM (M −1)

为U 的平均汉明自相关和平均汉明互相关。为了简

便，本文约定

H a = H a (U ), H c = H c (U ), Sa = Sa (U ),

Sc = Sc (U ), Aa = Aa (U ), Ac = Ac (U )

最近，Peng等人给出了 Aa和 Ac的如下理论界。

引理 3[15]  设U 是 F 上的周期为 L，序列条数
为M 的跳频序列族，| F |= v , Aa和 Ac分别为U 的平

均汉明自相关和平均汉明互相关，则

Aa Ac LM − v
+ ≥ (4)

L(M −1) L −1 v(M −1)(L −1)

综上所述，关于跳频序列的最优性，有如下几

种判定标准。

1) 对于单条跳频序列 X ∈U ，如果参数 v、L
和 H (X )使得式 (2)等式成立，则称 X 是最优的。

2) 对于跳频序列族U ，如果参数 v、 L、M、
Hc和H c使得式 (3)中的任一等式成立，则称U 关于
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最大汉明相关界是最优的。

3) 对于跳频序列族U ,如果参数 v 、 L、M、
Aa 和 Ac使得式 (4)等式成立,则称U 关于平均汉明

相关界是最优的。

由式(3)和式(4)易知，如果一个跳频序列集关

于最大汉明相关界是最优的，那么它关于平均汉

明相关界一定是最优的。但是，平均汉明相关界

考虑的是一个序列集的全局性质，此时对一个跳

频序列集，即使它关于最大汉明相关界不是最优

的,但如果能达到平均汉明界亦是很好的性质[11]。

更为重要的是，求平均汉明相关界的直接途径是

给出所考虑的序列集的汉明相关值的分布，而一

个跳频序列族的汉明相关分布和它对应的循环码

的重量分布有密切联系[8]，这是需要考虑这一问

题的另一个主要原因。

3  广义分圆类及其推广

设 p和 q是不同的奇素数， gcd( p −1, q −1)，

= 2n，n为整数,根据中国剩余定理，存在 p和 q的

公共本原根，记为 g。令 x为满足下列同余方程组

的整数解：

x = g (modp)

x = 1(modq)

令 e = ( p −1)(q −1) / 2n, L = pq，则Z L中所有可

逆元的集合可表示为

Z * s j

L ={g x : s = 0,1,L, e −1, j = 0,1,L, 2n −1}
Whiteman广义分圆类定义如下[16]：

D′ ={ s x j

j g : s = 0,1,L, e −1},0≤ j≤ 2n −1

2 n−1

易验证， Z *
L = I D ′

j 。
j =0

定义

P ={p,2p,L, (q −1) p},Q = {q,2q,L,( p −1)q}, R ={0}

引理 4[16]  符号同上，则

 gu xn (mod L), ( p −1)(q −1) /(2n)2为偶数
−1 = 

 g e / 2 (mod L), ( p −1)(q −1) /(2n)2为奇数

其中，u是某个给定的整数，且0≤u≤ e −1。

现在给出Whiteman广义分圆类的一个推广。
设 d | 2n，且 d为奇素数。定义

D s d t

i ={g x +i : s = 0,1,L,e −1; t = 0,1,L, 2n / d −1},

0≤ i≤d −1

170       33

d −1

很显然，仍然有Z *
L = UDi ，对于给定的 i和 j，

i =0

0≤ i, j≤d −1，对应的 d阶分圆数定义为

(i, j) =| (Di +1) I D j |

注意到，如上提出的是基于 Whiteman 广义分

圆类的推广，它不同于 Meidl 等在文献[13]中提出

的分圆类的推广，因为后者是基于 Ding-Helleseth

广义分圆类的推广。对于新推广的 Whiteman 广义

分圆有如下性质。
性质 1 设D0及 (i, j)分别表示如上所定义的

推广的Whiteman广义分圆类和分圆数，则：
1) −1∈ D0；

2) (i, j) = ( j, i)；

3) (i, j) = (d − i, j − i)。

证明  1) 由 d | 2n，且 d为奇素数，可知d | n，

又由引理 4可知， −1∈ D0。

2)和 3)易证。证毕。

性质 2  对任一给定的 i， 0≤ i≤d −1，有：

0, w ∈Q


| (Di + w ) I (Q U R) |=  p −1 (5)
, w ∈ P U Z *

 d
L

0, w ∈ P


| (Di + w) I (P U R) |=  q −1 (6)
, ∈ Q U Z *

 w
 d

L

证明  只证式(5)(式(6)可类似证明)。
1) 当w ∈ Q时，结论显然成立。

2) 当 w ∈ P U Z *
L 时，由 x = 1(modq) 知 ,对

2n
0≤ s≤ e −1, 0≤ i≤d −1,0≤ t≤ −1 , 元 素

d

z = g s x dt + i + w ∈ Q U R，当且仅当

g s + w ≡ 0(mod q)

易知，有且只有一个 s1 ∈ Zq使得上述方程成

立。因此，可设 s = s1 + k (q −1)，由 0≤ s≤ e −1可
p −1

知， 0≤ k≤ −1，所以对于 z = g s x dt + i + w
2n

∈ Q U R总共有

p −1 2n p −1
× =

2n d d

p −1
个解，即 | (Di + w ) I (Q U R) |= 。证毕。

d

注 1  显然有
| (Di + w ) I (Q U R) |=| ((Q U R) + w) I Di |
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| (Di + w ) I (P U R) |=| ((P U R) + w ) I Di |

性质 3

∑
d −1 d −1

(i, j) = ∑ ( j, i)
j =0 j =0

 ( p − 2)(q − 2) −1
+1, i = 0(modd ) d= 

( p − 2)(q − 2) −1 , i ≠ 0(modd )
 d

d −1

证明  根据分圆数的定义，∑ (i, j) 等于方程
j =0

x +1 ≡ y(modL), x ∈ Di , y ∈Ud −1

j =0 D j = Z *

L 的解的个

数。易知，Di中共有

( p −1)(q −1) 2n ( p −1)(q −1)
× =

2n d d

个元素。
1) 当 i ≡ 0(modd )时，Di +1中与 L不互素的元

素可分为如下3种情形。

① 元素能被 L整除。 属于该情形的元素个数

为 1。
② 元素能被 p整除而不能被 L整除。属于该

(q −1)
情形的元素个数为 −1。

d
③ 元素能被q整除而不能被 L整除。属于该情

( p −1)
形的元素个数为 −1。因此，D 中 有

d
i +1 共

( p −1)(q −1)  (q −1)   ( p −1) 
− − − 1 − −  1 1

d  d   d 
( p − 2)(q − 2) −1

= + 1
d

个元素与 L互素，即

∑
d −1 ( p − 2)(q − 2) −1

(i, j) = +1
j =0 d

2) 当 i ≠ 0(modd )时, Di +1中与 L不互素的元

素可分为如下3种情形。

① 元素能被 L整除。属于该情形的元素个数

为 0。
② 元素能被 p整除而不能被 L整除。属于该

(q −1)
情形的元素个数为 。

d
③ 元素能被q整除而不能被 L整除。属于该情

( p −1)
形的元素个数为 。

d

因此，Di +1中共有

( p −1)(q −1) (q −1) ( p −1) ( p − 2)(q − 2) −1
− − =

d d d d

个元素与 L互素，即

∑
d −1 ( p − 2)(q − 2) −1

(i, j) =
j =0 d

证毕。

性质 4

 ( p − 2)(q − 2) −1
+1, k = 0(modd )

∑
d −1  d(i, k + i) = 
i =0 ( p − 2)(q − 2) −1 , k ≠ 0(modd )

 d

证明  由性质 1中 3)可知,

∑
d −1

(i, k + i) = ∑
d −1

( , ) ∑
d −1

d − i k = (i, k )
i =0 i=0 i =0

再由性质 3，结论显然成立。证毕。
性质 5  对 k ∈ Z *

d，有：

 p −1  q −1 
d ⋅ ⋅ −1 , w ∈ P  d  d 

∑
d −1  q −1  p −1 

|(Di + w) I Di |= d ⋅ ⋅ − , ∈ 1 w Q (7)
i =0 d  d 

 ( p − 2)(q − 2) −1
 +1, w ∈ Z *

 d L



 p −1 q −1
d ⋅ ⋅ , w ∈ P UQ

∑
d −1  d d|(Di +k +w)I Di |=  (8)
i =0 (p − 2)(q − 2) −1 , w ∈ Z*

 d
L

证明  只证式(7)(式(8)可类似证明)。
当w ∈ P时，元素 z ∈ (Di + w ) I Di，此时

z = g s1 x dt1 + i = g s2 x dt2 + i + w ,

2n
0≤ s1 , s2≤ e −1,0≤ t1 , t2≤ −1。

d

以下分 2种情形讨论。
1) 当 t1 = t2时，由

x = g (modp)

x = 1(modq)

可知， g s1 +d t1 +i = g s2 +d t2 + i (modp) ,即 g s = g s1 2 (modp)。
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q −1
不妨设 s1 = s2 + m1 ( p −1)，1≤m1≤ −1，则有

2n

g s2 +m1 ( p −1) x dt1 + i = g s2 xd t2 + i + w(modpq)

即 g s2 x d t2 + i (g m1 ( p −1 ) − 1)= w (m odpq ) 。又显然有

g m1 ( p −1) −1 = 0(modp)，因而,

g s xd t +i (g m ( p−1)2 2 1 −1)∈ P

由 g s2 xd t2 + i = g s2 (modq) ， 设 s2 = s′
2 + h(q −1),

p−1
0≤h≤ −1，给定一个 h ,当 s2 遍历 {h(q −1),

2n
h(q −1) + 1,L, h(q −1) + q − 2}时,

g s2 xd t2 + i = g s2 (modq)

对应 Z *

q 中每一个元素恰好均出现一次 ,也就是

g s xdt +i 1)2 2 (g m ( p1 − −1)对应 P 中的元素恰好出现一

次，所以多重集


g s2 xdt2 +i (g m1 ( p−1) − ) 2n

1 : 0≤ s2≤e −1, 0≤ t ≤ −1,


2
d

q −1 
1≤m1≤ −1

2n 

包含 P中每一元素的次数为

p −1 2n  q −1  p −1  q −1 
⋅ ⋅ −1 = ⋅ −   12n d  2n  d  2n 

2) 当 t1 ≠ t2时，由

x = g(mod p)

x = 1(mod q)

可 知 ， g s + d t + i ≡ g s + d t + i1 1 2 2 (m od  p ) , 即 g s1 +d t1 ≡

g s2 +dt2 (mod p)。假设

q −1
s1 + dt1 = s2 + dt2 + m2 ( p −1), 0≤m2≤ −1

2n

即 s1 = s2 + d (t2 − t1 ) + m2 ( p −1)，则有：

g s2 +d ( t2 − t1 )+m2 ( p −1) x dt1 + i = g s2 x dt2 + i + w(mod pq)

即 g s xd t +i (g d ( t2 2 2 −t )+m ( p−1) xd (t t1 2 1 − )2 −1)= w(mod pq)。

由 g d ( t2 −t1 )+m2 ( p −1) xd ( t1 −t2 ) −1 = g m2 ( p −1) −1 = 0(mod p) ，

g s xd t +i (g d ( t m p2 −t )+ ( t2 −1) x d ( t1 − )2 2 1 2 −1)∈ P。

由 g s2 xd t2 + i = g s2 (mod q) ,设

p −1
s2 = s2

′′ + h′(q −1),   0≤ h′≤ −1,
2n

给定一个 h′ ,当 s2遍历{h′(q −1), h′(q −1) +1,L,

h′(q −1) + q − 2}时，g s2 xd t2 + i = g s2 (mod q)对应 Z *

q中

每 一 个 元 素 恰 好 均 出 现 一 次 ， 也 就 是

g s xd t g ( 1)2 2 +i ( m p2 − −1)对应 P 中的元素恰好出现一

次，所以多重集

{g s dt +i2 x 2 (g d ( t −t )+m ( p−1) x d ( t −t )2 1 2 1 2 −1)  0≤s2≤ e−1

2n q −1 0≤ t1≠ t2≤ −1, 0≤m2≤ −1
d 2n 

包含 P中每一元素的次数为

p −1 q −1 2n  2n  p −1  q −1 q −1 
⋅ ⋅ ⋅ − = ⋅ − 1  2n 2n d  d  d  d 2n 

综合情形 1)和情形 2)，方程 g s1 x dt1 + i = g s2

x dt2 +i (modpq)的解个数为

p −1  q −1  p −1  q −1 q −1 p −1  q −1 
⋅ −1 + ⋅ − = ⋅ −     1d  2n  d  d 2n  d  d 

p 1  q −1 因此，∑
d −1 −

|(Di + w) I Di |= d ⋅ ⋅ − 1 。当
i =0 d  d 

w ∈ Q时，可类似讨论得到

∑
d −1 q −1  p −1 

|(Di + w) I Di |= d ⋅ ⋅ − 1
i =0 d  d 

最后，当w ∈ D −1
l，由定义w Di = Di− l，有：

∑
d −1 d −1

|(D + w ) I D | (w −1
i i = ∑| Di +1) Iw −1Di |

i =0 i=0

d 1 d

= ∑
− −1

|(Di−l +1) I Di −l |= ∑ (i, i)
i =0 i =0

由性质 4可得结论。 证毕。

性质 6  对任一给定的 i， 0≤ i≤d −1，有：
1, w ∈ D

1) | (Di + w ) I R |= 
i

0, w ∈/ Di


 0,                       w ∈ P

 q −1

2) | (Di + w ) I P |=  −1,                w ∈ D
d

i


 q −1

,   ∈ Q ) w U (Z * ,
 d

L Di


 0,                       w ∈ Q

 p −1

3) | (Di + w ) I Q |=  −1,                w ∈ D
d

i


 p −1

,   ∈ * ) w P U (Z
 d

L , Di
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证明  1) 当w ∈ D 时，w −1
i Di = D0，由性质1可

知, −1∈ D0，从而

| (D | 1
i + w ) I R =| (w − Di +1) I R |=| (D0 +1) I R |= 1

当w ∈/ Di时，结论显然成立。

对 2)及 3)，注意到

| (Di + w ) I P |=| (Di + w) I (P U R) | − | (Di + w) I R |

| (Di + w) IQ |=| (Di + w) I (Q U R) | − | (Di + w) I R |

由性质 2和性质 6可得结论。证毕。

注 2  显然有：

| (Di + w ) I P |=| (P + w) I Di |

| (Di + w ) I Q |=| (Q + w) I Di |

性质 7[12]

0, w ∈ Q
| (P + w) I (Q U R) |= 

1, w ∈ P U Z *

L

和

0, w ∈ P
| (Q + w) I (P U R) |= 

1, w ∈ Q U Z *

L

注 3  1) 显然有：

| (P + w) I (Q U R) |=| ((Q U R) + w) I P |

| (Q + w) I (P U R) |=| ((P U R) + w) I Q |

2) 类似地，容易验证

 p, w ∈ Q
| ((Q U R) + w) I (Q U R) |= 

0, w ∈ P U Z *

L

q − 2, w ∈ P


| (P + w) I P |= q −1, w ∈ R
0, w ∈ / P U R

4  新的跳频序列族的构造

本节将构造一类新的跳频序列族，并利用上一

节给出的推广的 Whiteman 广义分圆类的性质给出

该跳频序列族的汉明相关值的分布，证明了该类跳

频序列族关于平均汉明相关界是最优的。

令

C0 = D0 U P U Q U R

C i = Di ,1≤ i≤ d −1

d −1

则有UCi = Z L和Ci IC j = ∅, i ≠ j。
i=0

令 X = {x0 , x1 ,L, xL −1}是在频率集 F = {0, l,L,

d −1}上的周期为 L的跳频序列，称

Suppx (k ) = {t | xt = k , 0≤ t≤ L −1}

为 k ∈ F在序列 X 上的支撑集。
定义 2  设 L = pq，Ci , 0≤ i≤d −1定义同上。

定义跳频序列族U = {X ( i) , i = 0,1,L, d −1}, 其中，

X ( i) = {x ( i) , x ( i) , , x ( i)
0 1 L L −1}的支撑集为

Supp ( i ) ( j) = C j +i , 0≤ j≤ d −1
x

这里， j + i是模d运算。

定理 1  令 p和 q是不同的奇素数，gcd( p −1,

q −1) = 2n，令 d | 2n，d为奇素数，则如上定义的

跳频序列族U 满足如下性质。
1) 序列族的大小为 |U |= d ，序列的周期为

L = pq，频率集大小为 | F |= d。

2) U 中任意一条跳频序列 X (k )的汉明相关函

数值

 ( p −1)(q +1)
+ q − p +1, w ∈ P d


 (q −1)( p +1)

+ p − q +1, w ∈ Q
 d

H ( k ) (w ) =
X 

pq −1 +1, w ∈ D
 d 0

 pq −1 + 3, 其他
 d

3) U 中任意 2 条不同的跳频序列 X (k ) , X ( l )的

汉明互相关函数值

 0, w = 0
 ( p −1)(q + 1) , w ∈ P
 d
 (q −1)( p + 1)
 , w ∈ Q

H ( ) (
X k ) =

, X ( l ) w  d
 pq −1
 −1, w ∈ Dk −l U D

d
l −


k

 pq −1
 , 其他
 d

证明  1) 显然成立。

2) X (k )在w移位的汉明自相关函数为

H ( k ) (w)=∑
d −1

|(Di + w) I Di | +2(| (D0 +w) I (P U R) |+
X

i =0

| (D0 + w) IQ |  )+ | (P + w)I P | + | (P +w) I(Q U R) | +
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(Q U R + w) I P | + | (Q U R + w ) I (Q U R) |

由性质 2、4、6、7可得结论。

3) 任意不同的 2 条跳频序列 X (k ) , X ( l ) ∈U ,

0≤ k ≠ l≤ d −1，在w移位的汉明互相关函数为

∑
d −1

H ( k ) ( l ) (w ) = |(C
X , X i+l + w) IC i+k |

i =0

由 d 是奇素数可知， k − l ≡/ l − k (mod d ) ，令

t = l − k

∑
d −1

H
X ( k ) ( ) = |(C + ) IC |

, X ( l ) w i +l w i +k

i =0

d 1

= ∑
−

|(Ci +t + w ) ICi |
i =0

∑
d −1

= |(Di+t + w) I Di | + | (Dt + w) I (P U R) | + | (Dt +
i =0

w) I Q | + | (P U R + w) I D−t | + | (Q + w ) I D−t |

则由性质 2、5、6可得结论。证毕。

定理 2  跳频序列族U 的平均汉明自相关和汉

明互相关分别为

S (U )
Aa (U ) = a

M (L −1)

( pq −1)2 + (d −1)( p −1)2 + (d −1)(q −1)2 + d ( pq −1)
=

d ( pq −1)
(9)

2S c (U )
Ac (U ) =

LM (M −1)

(d −1)( pq −1)2 − (d −1)( p −1)2 − (d −1)(q −1)2

= (10)
pqd (d −1)

进一步地，跳频序列族U 关于平均汉明相关界是最

优的。
证明  由 Sa (U )和Sc (U )的定义可知

Sa (U ) = ∑ H t
X ( i ) ( )

0≤i≤d −1,1≤t≤L −1

( p −1)(q +1)
= d{(q −1)( + q − p +1) +

d

(q −1)( p + 1) ( p −1)(q −1)
( p −1)( + p − q + 1) +

d d

pq −1 ( p −1)(q −1) pq −1
( + 1) + (d −1) ( + 3)}

d d d

= ( pq −1)2 + (d −1)( p −1)2 + (d −1)(q −1)2 + d( pq −1)

2S c (U ) = ∑ H ( j (t
X i ) ,X ( ) )

0≤i≠/ j≤d −1,0≤t ≤L −1

 ( p −1)(q + 1) (q −1)( p +1)
= d (d −1) (q −1) + ( p −1) +

 d d

( p −1)(q −1)  pq −1  ( p −1)(q −1) pq −1
2 − + − 1 (d 2) 

d  d  d d 

= (d −1)( pq −1)2 − (d −1)( p −1)2 − (d −1)(q −1)2

由平均汉明自相关和平均汉明互相关的定义

可得式(9)和式(10)。把式(9)和式(10)代入式(4)可得：

Aa A
+ c =

L(M −1) L −1

( pq −1)2 + (d −1)( p −1)2 + (d −1)(q −1)2 + d ( pq −1)
+

dpq(d −1)( pq −1)

(d −1)( pq −1)2 − (d −1)( p −1)2 − (d −1)(q −1)2

dpq(d −1)( pq −1)

1 LM − v
= ≥

d −1 v(M −1)(L −1)

LM − v pqd − d
其中， = 。因此，跳

v(M −1)(L −1) d ( pq −1)(d −1)

频序列族U 关于平均汉明相关界是最优的。证毕。

5  结束语

较之达到最大汉明相关界的跳频序列族, 具有

最优平均汉明相关界的跳频序列族的研究成果要

少得多。在文献 [12]的基础上，本文给出了

Whiteman广义分圆类的一个推广，并且基于推广的

Whiteman广义分圆类构造了新的跳频序列族，证明

了新构造的跳频序列族关于平均汉明相关界是最

优的。
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